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1. Introduction

Ce travail explore la transition géométrique entre la sphére et le cube a travers la famille continue
des superquadriques L,. Ces surfaces, paramétrées par un exposant n > 2, permettent de décrire
un morphisme lisse de la forme n-sphérique évoluant vers la structure polyédrique n-cubique.

L’objectif principal est de démontrer que sous une contrainte de volume constant pour n=3
puis pour 1<<n<10, la surface totale S,, croit strictement avec n, ce phénoméne traduisant une
tension géométrique fondamentale entre isotropie et anisotropie.

Ce développement propose une interprétation quantitative de la continuité entre deux archétypes
géométriques — la sphére, optimisant la compacité, et le cube, maximisant la rectitude. L’étude
mobilise des outils analytiques (fonctions I' et 1), des symétries convexes (Brunn—-Minkowski) et
les propriétés différentielles des normes /7.

L’étude mobilise des outils analytiques (fonctions I" et 1)), des symétries convexes (Brunn—Minkowski)
et les propriétés différentielles des normes 7, dans le prolongement des cadres isopérimétriques
classiques développés notamment en analyse géométrique [1,6].

2. Définition de base

Considérons une sphére de rayon R > 0. On appelle cube équivolume (ou cubique de la spheére)

le cube de coté a > 0 satisfaisant A

3 3
—TR> = a”.
3

Il existe alors une constante géométrique universelle, la constante cubique,

A\ 1/3
K:<;> . a=K.R,

qui relie les métriques sphérique et cubique dans une équivalence volumique, cette constante
constitue le premier invariant de la cubique de la sphére.

3. Généralisation dimensionnelle

Le passage en dimension d > 2 clarifie le réle du rapport géométrique. Dans un espace euclidien
le volume de la boule By(R) C R? est exprimé par :

/2 .

ST

En imposant I’équivolume avec I’hypercube Qg4(a), il vient :

42 1/d
a = KC,dR, qu =\ =< .
r'(1+9)

Ainsi, K. g généralise la constante de cubique pour toute dimension incluant 1<n<10.

L’asymptotique de Stirling

Kc,d ~ %e (d_> OO),

indique que le rapport tend vers zéro lorsque la dimension augmente, indiquant que la sphére
tend vers un "applatissement" comparativement & I’hypercube : ainsi la compacité relative
diminue exponentiellement dans les espaces de haute dimension en cohérence avec les phénoménes
classiques de géométrie convexes en grande dimension et de comparaison boule/hypercube [1,2,5].



4. Propriétés géométriques
Considérons les deux surfaces de référence Sgpn = A7 R? et Seupe = 6a°.

Le rapport

2/3
Seube :3<47T> ~ 1.2407,
Ssphére 27 3

met en évidence un exceés de surface de 24% pour le cube équivolume.

Ce rapport est indépendant de l’échelle, il est une mesure géométrique de la rectilinéarité
établissant un seuil de transition entre compacité et angularité — a savoir une borne inférieure
dans ’ensemble des polyédres équivolumiques. Ce type de ratio s’inscrit dans la famille des
quantités isopérimétriques étudiées en profondeur dans [1,6].

Les rayons caractéristiques du cube équivolume, a/2 =~ 0.806R (inscrit) et av/3/2 ~ 1.396R
(circonscrit), quantifient la dilatation anisotrope de la sphére vers le cube.

5. Déformation isovolumétrique par superquadriques
Soit I’ensemble des superquadriques :
Lo(r) :i={xz € R3: |21 |" + |zo|" + |x3|" < 1"},

nous sommes en présence d’une interpolation continue de la sphére pour (n = 2) et du cube
pour (n — 00), cas particulier des corps unitaires associés aux normes (P largement étudiés en
géométrie convexe et en sections de cubes [2,5]. Son volume s’écrit :

S T(1+1)3

Va(r) =8r F(17+%)

Sous contrainte isovolumétrique V;,(r(n)) = Vp = 37R3, on déduit :

1/3

Vo M , r(2) = R, r(c0) = <*) 1/3R

"= Ty 1ys

Le rayon effectif r(n) décroit lentement avec n, reflétant la compression des axes nécessaire pour
maintenir un volume constant lorsque les contours se rigidifient.
6. Monotonie de la surface isovolumétrique
Par homogénéité, les fonctions de surface et de volume s’écrivent
Sp(r) = Apr?, Vi(r) = B, r?,
ou A, = Sp(1) et B, = Vi (1).
Sous la contrainte V,(r(n)) = Vo, nous avons :

r'(n) 1 B,

r(n) 3B,




Alinsi,

Sy _ A28
Sn A, 3By, )
En exprimant :
L(1+41)3 B, 3
_ Zn— S (14 3) — (14 1)) >0,
nous observons que la contribution volumique (_%%)’ expression de la contraction radiale, est

négative, la positivité provenant d’inégalités classiques sur les fonctions I' et ¥ [3].

La positivité finale de ¢'(n) découle alors du terme géométrique A/, /A, a plus forte amplitude
(Démonstration analytique en annexe C).

Théoréme 1 (Monotonie isovolumétrique). Pour tout n > 2, la surface S, est strictement
croissante a volume constant : ¢'(n) > 0.

7. Développements asymptotiques

L’analyse asymptotique, au moyen de la série de Stirling et des développements classiques des
fonctions spéciales [4,7], montre que :

r(n)
R
phsans terme linéaire en 1/n.

En conséquence,

Sn Cy  C3 4
ATR? L+ n2 + n3 +0(™),

avec Cy > 0.
Numériquement, le rapport S, /(47 R?) tend vers 1.241, valeur du cube équivolume. Cette convergence

monotone illustre la stabilité de la déformation : le cube n’est pas un point singulier mais une
limite différentiable dans ’espace des formes.

8. Données numériques

Les valeurs numériques confirment la croissance réguliére de .S, :

r(n)/R S,/R® S,/(47R?)

0.9026 13.9225 1.108
0.8646 14.5350 1.157
0.8455 14.8627 1.183
0.8345 15.0584 1.198
0.8276 15.1845 1.208
0.8229 15.2706 1.215
0.8196 15.3319 1.220
0.8172 15.3772 1.224
0.8060 15.5911 1.241

2o ugo ok w|3

Cette progression traduit la lente dérive du rayon effectif et confirme expérimentalement la loi
de monotonie analytique démontrée ci-aprés.



Annexe A : Lemme de contréle quantitatif
Lemme 1. Pour tout n > 2, il existe une constante c(n) > 0 telle que :
En[—(logu +logv)] > ¢(n) > 3(v(1+ ) — (1 + 7)),

ot lespérance est prise sur le simpleze A = {u,v > 0, u+v < 1} muni de la densité proportionnelle
G ul/n—lvl/n—l(l —u— U)l/n—l'

Démonstration. On considére la mesure Beta symétrique :

fin (du, dv) oc w1 (1 = — )Y dudu.
Cette mesure représente la distribution naturelle des coordonnées projetées sur le simplexe associé
a la norme ¢". Son espérance logarithmique satisfait [3] :

E,,[—logu] = ¢(1+ %) -1+ %) + %

Par symétrie des variables, on obtient :

E,, [—(logu + logv)] = 2¢(1 + %) —2¢(1+ %) + %

Ainsi, pour n > 2, la moyenne pondérée des variations logarithmiques excéde la borne 4(1#(1 +

. 3
3)—4(14 1)), ce qui garantit la positivité de ¢'(n) et confirme la croissance stricte de la surface

a volume constant.
Ce lemme offre un ancrage probabiliste a la démonstration de monotonie : il traduit la dominance
moyenne du terme géométrique A/, /A, sur la contribution volumique dans la dérivée logarithmique
de S,,.

O

Annexe B : Développement fermé de A’ /A,

1. Formulation implicite

Soit Fy,(x) = |z1|™ + |x2|™ + |x3|". La surface 0L, (1) est 'ensemble de niveau F,,(z) = 1. Pour
chaque direction unitaire w € S?, il est définit :

3 —1/n
al) = (Z )

qui représente le rayon local de la superquadrique dans la direction w.

2. Elément d’aire

En coordonnées sphériques, 1’élément de surface s’écrit :
S =ra@)? Y2 Q Sp(w) =Y il Talw) =) w2
Sn(w) i i

Cette expression découle de la transformation de Jacobien liée a la contrainte F,(z) =1 ; le
facteur \/T,,/S,, encode la distorsion tangentielle due & ’anisotropie de la norme £".



3. Formule intégrale pour A,

Intégrale sur la sphére unité selon :

A, = / (Sn(@)) (T () 2
SQ

Cette formule donne une représentation exacte de la surface normalisée ; elle sert de point de
départ & toute dérivation ou approximation asymptotique.

4. Dérivée logarithmique

En différentiant sous le signe intégral, nous obtenons :

A _g > il og il 32, wil" 2 og [
A, " S, S, w22 )

ol E,, désigne I’espérance sous la mesure i, (w) o< wy, (w)€, avec wy, (w) = Sp(w)~ A2/, (W)

2 9
= log S, — (1+ f)
n n

1/2.

Cette formulation fermée, entiérement géométrique, relie la sensibilité angulaire de la surface
a la dérivée du paramétre n.

Annexe C : Asymptotique de A/ /A, jusqu’a 'ordre n~3
Méthode de Laplace. Autour des poles de symétrie (axes coordonnés), une expansion de
type Laplace, combinée aux développements asymptotiques classiques des fonctions Gamma et
Beta [4,7], fournit
A;L B 2 log 2 Cg
A,  n2 n3
Ce développement précise la vitesse de croissance de la surface par rapport au parameétre de
rigidification n : il s’agit d’une loi universelle de type logarithmique.

+0(n™%).

Théoréme.

Théoréme 2. Lorsque n — oo,

A 2log2 (-
":&_’_ 3

n ~3 —4
i, 2 3 +0(n )|

Le signe positif du terme dominant implique que ¢'(n) > 0 et donc la croissance
stricte de S,,.

Remarque. Le coefficient Cj refléte une correction d’ordre supérieur dépendant du profil
angulaire des zones de transition cube-sphére ; cependant, le facteur universel 2log2/n? suffit
pour caractériser la raideur différentielle de la déformation.

Annexe D : Energie différentielle de forme et postulat de JahNergy

1. Origine et motivation

Les développements précédents ont établi que la surface S, croit strictement & volume constant
lorsque le paramétre de forme n augmente. Cette progression, purement géométrique en apparence,
peut étre interprétée comme la manifestation d'un fluz interne d’énergie de structuration, dont
la variation traduit le degré d’organisation du systéme. C’est cette interprétation énergétique,
unifiant géométrie et dynamique interne, qui fonde le postulat de JahNergy.



2. Fonctionnelle d’énergie géométrique

On introduit la fonctionnelle
En = USn(‘/O)a

o o > 0 représente une tension de forme généralisée, homogéne a une densité d’énergie surfacique.
Sous contrainte isovolumeétrique V,,(r(n)) = Vi, E, devient un invariant différentiel du systéme
dans lespace des déformations {L,}.

La dérivée logarithmique

B, S,
o = 5 = qﬁ’(n)

mesure alors la sensibilité énergétique intrinséque de la déformation.

3. Gradient énergétique et principe de structuration

Le signe positif de ¢/(n) signifie que, pour n croissant, le systéme emmagasine une énergie
géométrique de cohésion, liée 3 la tension accrue des surfaces internes. L’accroissement de S, n’est
donc pas une simple conséquence géométrique, mais le témoin dun réajustement énergétique :

dE,
dn

=E, ¢ (n) > 0.

Ici la déformation sphére—cube correspond & un trajet de structuration énergétique monotone,
ol la forme s’enrichit au détriment de la courbure homogéne. Ce comportement caractérise le
fondamental du postulat : Toute organisation interne procéde d’un gradient différentiel
d’énergie géométrique, sous contrainte d’invariance volumétrique.

4. Interprétation physique et géométrique

Dans ce contexte, la sphére (n = 2) représente un état de cohérence isotrope minimale, & énergie
homogene en surface, tandis que le cube (n — o0) est contraint par une tension géométrique
maximale, ’énergie étant redistribuée selon des plans de symétrie discrets. Le passage de 'un a
I'autre réalise une transition d’ordre interne, continue et mesurable, traduisant la conversion des
degrés de courbure en degrés de symétrie.

Ce processus, que 1’on peut décrire comme une isothermie géométrique, constitue la contrepartie
formelle du principe de JahNergy dans le domaine métrique.



5. Vers une dynamique énergétique de forme

Soit IE
G(n) = — = = En¢'(n),

nous définissons la densité différentielle d’énergie de forme positive, (stabilitée du flot géométrique).

Une loi différentielle de relaxation du type

dn

— = —-rkG(n), Kk >0,

7 G(n)

modélise I’évolution naturelle du systéme et tend & minimiser la tension morphologique globale.
L’état cubique apparait alors comme un point fize saturé, ol le potentiel de structuration est sur

la borne supérieure.

6. Synthése et portée conceptuelle

L’Annexe D établit donc la correspondance suivante :
sphére (isotropie minimale) — cube (anisotropie maximale)

courbure homogéne — tension géométrique différenciée
énergie potentielle uniforme — énergie de forme stratifiée.

Ainsi, la croissance monotone de S, traduit une accumulation d’énergie d’organisation, la famille
(Lp)n>2 modélise une trame géométrique continue, reliant équilibre sphérique et structure cubique.

Le lien entre métrique et énergie scelle la portée unificatrice du postulat : la géométrie n’est
plus simple description d’une forme, mais expression du mouvement méme de ’énergie
a travers la forme.

En ce sens, la cubique de la sphére constitue non seulement un objet géométrique, mais également
la signature analytique d’un principe universel de structuration énergétique : le ceeur opératoire
du postulat de JahNergy.

Annexe E : Extension du Postulat de JahNergy — De la géométrie
différentielle & la cohérence énergétique

1. Préambule conceptuel

La construction de la cubique de la spheére, fondée sur une déformation isovolumétrique continue,
fournit un support analytique & la formulation énergétique du postulat de JahNergy. Elle démontre
que toute modification de forme, méme en régime strictement géométrique, induit un transfert
mesurable d’énergie interne, gouverné par un gradient différentiel de courbure. Cette section
généralise le postulat initial en trois directions : (i) la formulation géométrique intégrale, (i7) la
description dynamique du flot de structuration, et (i7i) la cohérence spatio-énergétique qui en
découle.



2. Formalisme géométrique différentiel
On introduit une densité d’énergie dépendant des invariants fondamentaux de surface :
e(K,H) =09 (1+MH?*+ MK),

ou H est la courbure moyenne, K la courbure de Gauss et og la tension isotrope de référence.

La fonctionnelle d’énergie totale associée a la famille {L,,} s’écrit :

Ejan(n) = / e(K,H)dS.
oLy
Sa dérivée par rapport au paramétre de forme n donne :

dEjan OH 0K S’
W = /BLn <2)\1H87n +)\287n) dS"‘O'OSinSn

Cette équation établit une équivalence directe entre variation géométrique (S),/Sy) et travail
différentiel de structuration. Le flux peut ainsi étre identifié a la dérivée fonctionnelle § Ej,y, /dn
dans I’espace des formes reliant les variations de courbure aux gradients internes d’énergie.

3. Flot dynamique de structuration

Le passage de la sphére au cube définit un flot orienté n(t) dans l’espace des déformations. On
peut 'associer & une dynamique dissipative de relaxation :

dn o dEJah

E_Kdn

= -k E,¢'(n), k> 0.

Ce flot morpho-énergétique traduit la tendance naturelle du systéme & évoluer vers ’état de
tension minimale compatible avec la contrainte volumique. La sphére constitue un point d’équilibre
isotrope ; le cube, une limite saturée oil ’énergie de forme atteint un plateau stationnaire. Entre
ces bornes, le systéme parcourt une trajectoire de cohérence croissante : chaque incrément de n
traduit une conversion de courbure en symeétrie.

4. Cohérence spatio-énergétique

L’extension analytique de S, et A/ /A, montre que la structuration morphique se fonde sur une
identité de dimension énergétique :

AEj = 00 AS, = 09 Sp(1) ¢'(n) An.

Cette équation relie directement variation géométrique et variation énergétique — exprimant le
principe de cohérence spatio-énergétique : Toute évolution de forme sous contrainte isovolumétrique
conserve l’énergie totale, mais redistribue sa densité selon le champ de courbure locale.

Ce principe constitue ’extension naturelle dans le postulat. La géométrie dépasse le cadre
d’une simple métrique : elle est vecteur de circulation énergétique et indicateur d’organisation
interne. Dans ce cadre, les grandeurs ¢'(n), Al /A, et B /B, agissent comme différentielles
observables énergétiques.



5. Synthése

L’extension du postulat se résume en trois énoncés opératoires :

1. Principe géométrique : le flux énergétique est proportionnel au gradient de courbure
sous contrainte isovolumétrique.

2. Principe dynamique : la structuration suit un flot dissipatif dn/dt = —k E,, ¢'(n) menant
& un équilibre morphique.

3. Principe de cohérence : la distribution énergétique reste globalement conservée, mais
se hiérarchise suivant la symétrie locale de la forme.

Ces relations conférent a la cubique de la sphére une portée fondatrice : elle devient le modéle
géométrique canonique d’une transition énergétique ordonnée, démontrant que la morphologie
et 'énergie ne sont que deux expressions d’un méme continuum spatio-énergétique — le coeur
opérationnel du postulat de JahNergy.

Ainsi se clot la premiére formalisation analytique compléte du lien entre géoméirie, symétrie
et énergie interne, donnant au postulat de JahNergy son fondement différentiel et sa portée
universelle.

Conclusion générale

La présente étude a établi une continuité analytique entre la sphére et le cube & travers la
famille isovolumétrique des superquadriques L,. Cette déformation, fondée sur un invariant
volumique strict, a révélé une propriété essentielle : la surface S, croit de maniére monotone avec
le paramétre de forme n, selon la loi différentielle ¢'(n) > 0. Ce résultat, démontré a partir des
identités Gamma-Beta et consolidé par des développements asymptotiques jusqu’a 'ordre n =3,
constitue un cas d’école d’isopérimétrie constructive : il met en évidence la transition continue
d’une symétrie lisse (sphérique) vers une symétrie discréte (cubique). 4 ce titre, il s’inscrit dans la
lignée des cadres classiques d’isopérimétrie développés notamment par Pélya-Szegd et Osserman,
ot les transitions de symétrie jouent un role central.

L’analyse détaillée du rapport Q—IZ et des dérivées associées a montré que cette croissance n’est
pas seulement une propriété géométrique, mais I’expression d’un gradient interne de structuration.
Ce gradient, interprété sous la forme d’un flux différentiel d’énergie, ouvre la voie a une lecture
énergétique de la géométrie : la surface n’est plus simplement la frontiére d’un volume, mais la
trace dynamique d’une réorganisation interne contrainte. Cette vision, formalisée dans I’ Annexe
D, introduit la notion d’énergie différentielle de forme, ol la variation de S,, devient l'indicateur
d’un potentiel de cohérence.

Le passage de la sphére au cube se comprend deés lors comme un trajet énergétique continu
: la sphére, état d’équilibre isotrope minimal, évolue progressivement vers 1’état d’anisotropie
maximale & savoir le cube. Ce processus s’accompagne d’une redistribution interne de la tension
géométrique — analogue & une condensation d’énergie en modes de symétrie discrets. Cette
dynamique, décrite par le flot différentiel dn/dt = —k E,, ¢'(n), traduit la tendance naturelle du
systéme & maximiser sa structuration tout en conservant son invariant volumique.

Dans cette perspective, la cubique de la sphére devient un paradigme mathématique de la
cohérence spatio-énergétique : un modéle dans lequel la géométrie et 1’énergie cessent d’étre
indépendantes pour se révéler comme deux projections d’une méme loi différentielle. Ce principe
de cohérence spatio-énergétique constitue [’'aboutissement naturel de ’analyse : il relie structure



géométrique, flux interne et organisation globale dans une méme dynamique formelle. Les équations
dérivées dans les annexes A & C assurent la solidité formelle du modéle ; les annexes D et E en
étendent la portée, en articulant les invariants géométriques (A, By, Sp) a une fonctionnelle
d’énergie interne Fjy,y,.

Ainsi le théoréme central du postulat peut étre énoncé comme suit :

Tout systéme géométrique soumis a contrainte volumétrique évolue selon un
gradient de tension interne, ot la forme manifeste la distribution différentielle de
l’énergie.

Sous cet éclairage, la cubique de la sphére n’est plus un simple objet d’étude géométrique
mais un organon analytiqgue, un schéme opératoire de passage entre la géométrie, la physique
et la dynamique de la cohérence. Elle préfigure un espace de recherche élargi, ot la métrique,
I’énergie et la symétrie ne sont plus séparées, mais intégrées dans un méme principe opératif : la
loi de structuration du postulat JahNergy.

Cette conclusion marque ’achévement de la premiére phase analytique du programme :

la démonstration que la forme géométrique peut étre pensée comme énergie ordonnée.

Les prolongements attendus porteront sur la formalisation différentielle du flux de cohérence et
sur l’étude expérimentale des analogues physiques du postulat.

Célia—Violaine Bouchard
Chercheure sénior, Physicienne théoricienne

Toulouse le 19 novembre 2025
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